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11.

12.

13.

14.

. Risolvere il problema di Cauchy {

. Risolvere il problema di Cauchy { L

. Determinare la soluzione generale dell’equazione differenziale (sinz)y’ + (cosz)y = e*.

. Risolvere il problema di Cauchy {

EQUAZIONI DIFFERENZIALI
Esercizi svolti

. Determinare la soluzione dell’equazione differenziale (z2 + 1)y’ + y? = 0.

Yy + o tany =0
y(0) = 3.

! Ty

y(2) =1

ax

Determinare a per cui y(z) = ze* & una soluzione di zy” — 2y’ —y = 0.

T

y-y=1
y(0) = 0.

Yy =y sinx + sin 2z

Risolvere il problema di Cauchy
y(0) = —2.

. Determinare la soluzione generale dell’equazione differenziale 3’ = ﬁ y+ 1. Determinare poi

le soluzioni y(x) che soddisfano lim y(z) = —o0.
Tr——+00
. . | v -2y -8y=0 . .
. Determinare la soluzione di , e il suo valore in = 0.
y(1) =1, ¥/'(1) =0

Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale y” — 4y’ + 13y = x e”.

Determinare I'integrale generale dell’equazione differenziale y” + ¢’ + Ty = cosz.

y" — 8y + 15y = 2%

Risolvere il problema di Cauchy ,
y(0) =0, y'(0) = 0.

y”—y::l:em

Risolvere il problema di Cauchy ,
y(0) =0 =1y(0).

Determinare una soluzione particolare dell’equazione differenziale

y" — 4y + 5y = e**(1 + cos x) + ba?.



15.

16.

17.

18.

19.

Verificare che sin 2z ¢ una soluzione di y"”” +4y"" +8y"” + 16y’ + 16y = 0, e trovare la soluzione

generale.
1/ 2 / e’
Yy Yy Yy -+

Risolvere il problema di Cauchy ,
y(0) =0, y'(0) =0.

V'Y= oz

Risolvere il problema di Cauchy ]
y(0) =0, y'(0) = 0.

Risolvere il problema di Cauchy {

Calcolare la funzione analitica

o 3n 3 6 9
X X T X
VO =2 = e et
n=0

in termini di funzioni elementari. (Suggerimento: usando il teorema di derivazione per serie

si dimostri che y soddisfa I’equazione differenziale y"”’

y(0) =1, ¥'(0) =y"(0) =0.)

— 1y = 0, con le condizioni iniziali



EQUAZIONI DIFFERENZIALI
Esercizi svolti - SOLUZIONI

1. Riscriviamo 'equazione differenziale nella forma

dy___ v

de ~ 1+a22

che ¢ a variabili separabili. La soluzione costante ¢ y(z) =0 Vx. Se y non & identicamente
nullo, abbiamo

@_ dx dy__/ dx

- =
Y2 1+ 2 Y2 1+ 2

1
= — =arctanzx + c,
Y

da cui
1

y(w) = arctanz + ¢’

dove ¢ € R. (La soluzione costante y(x)=0 corrisponde a ¢ = £00).

2. La soluzione costante y = 0 non soddisfa la condizione iniziale. Separando le variabili otte-

niamo g
Y — 2de = /C,Osydy:—/a:dx
tany sin vy

—x2/2

= In|siny|=—-3224+a = |siny|=e%e
. _p2 2
= siny=tete /2 =ce /2

dove a € R e ¢ = £e® ¢ una costante non nulla. Ponendo la condizione iniziale si ottiene
c = 1. Esplicitando la y abbiamo infine la soluzione del problema di Cauchy:

y(x) = arcsin(e‘x2/2).

3. La nostra equazione differenziale puo essere considerata sia a variabili separabili che lineare.
Nel primo caso procedendo con la separazione delle variabili otteniamo

dy x
— = | ———=dx.
/ y / @-12"
Il secondo integrale si risolve ponendo x — 1 = ¢:
t+1 1 1
log |y| :/;dtzlog]t]—t+c:log]w—1]—H+c.

Esplicitando la y otteniamo

1

ly| =ee /@ Ve —1] = yla) =k(z—1)e =1,

dove k = £e¢ & una costante non nulla. (Abbiamo usato il fatto che |a| = |b|] & a = £b.)
Imponendo la condizione iniziale si ottiene ke ' =1, da cui k = e, e infine

1 r—2

y@)=(z—1)e' "1 = (z —1)es1.

4. Siha y/(x) = (14 ax)e®®, y'(x) = (2a + a®x) e®®. Sostituendo nell’equazione si ottiene
z[e® (a’x + 2a)] — z[e®(ax +1)] — [ze*] =0 = (a* —a)z® + (2a — 2)z = 0.

I coefficienti di = e 22 devono annullarsi entrambi, quindi a = 1.



5. Dividendo per sinz (supponendo sinx # 0) otteniamo

T

p cos T e
+

Yy =—= Y . )
SINn T SN T

che & un’equazione differenziale lineare, cioe della forma y' = a(x)y + b(x). Ricordiamo la
formula risolutiva di tali equazioni

y(z) = A /eA(x)b(x) dx,

dove A(z) € una qualsiasi primitiva di a(x). Nel nostro caso si ha

a(:z):—COS:E _ A(:c):—/Cosxd:ﬂ:—log|sinx!,

sin x sin x

e quindi
. . em
y(ﬂj) _ e—log|smm\ elog\smx\ : dr
S18 08

1 . e’
=—— [ |sinz| — dx
| sin z| sin

1 x
= /exd:vze e (c € R).

sinz sinzx

Come dominio della soluzione si puo prendere qualsiasi intervallo in cui sinx # 0.

6. L’equazione 3’ = y+1 puo essere considerata sia a variabili separabili che lineare. Nel secondo
caso possiamo applicare la formula risolutiva del problema di Cauchy

y' = a(x)y + b(z)
y(z0) = vo,
cioe .
y(z) = 2@ (y0+ / e AWp(t) dt),
o
dove A(z) = ffo a(t)dt & la primitiva di a(x) che si annulla in = z. Nel nostro caso
abbiamo z9 =0, yo =0, a(z) =1 = A(x) = [ 1dt =z, b(z) = 1, e otteniamo

y(x) =€" (0 + [—e_tK) =e"(l1—e ") =¢"—1.

Possiamo anche calcolare prima la soluzione generale dell’equazione lineare y' =y + 1 con la
formula risolutiva vista nell’esercizio precedente, ottenendo y(z) = e” [ e %dz = ke* — 1, e
poi imporre la condizione iniziale y(0) =0, da cui k = 1.

Considerando invece I’equazione come a variabili separabili, otteniamo
)
dy

y+1
= |ly+1l]=€‘€e" = y+1==xe€" =ke"

/dw = logly+1ll=z+c

dove k = +e° ¢ una costante diversa da zero. Imponendo y(0) = 0 otteniamo k =1 e infine
y(z) = e* — 1, come sopra.



7. Applicando la formula risolutiva delle equazioni differenziali lineari con A(z) = [sinzdr =
— cos x, otteniamo la soluzione generale

y(x) =e" CO”/@‘:O” sin(2z) dx
= 2e” %% / e sinx cos r dx
(cosz =t = —sinzdr = dt)

= —Qecosx/tet dt

— _2e—cos:v (tet _ 6t + C)
_9g—cos® (COSZ‘GCOSQ: _ o8 +C)

= —2cosx + 2 — 2ce” “PT.
Imponendo y(0) = —2 si ottiene ¢ = e, e infine

elfcos:p'

y(r) =2 —2cosx — 2

8. Si tratta di un’equazione differenziale lineare con a(z) =1/y/x = A(z) = 2\/z. Applicando
la formula risolutiva abbiamo

y(z) = eQﬁ/e_Qﬁd:L‘
2Vr =t = x=41* dov=jtdt)
= §e2ﬁ/t6_t dt
= %62\/5 (—te_t —et 4 C)
= %62\/5 (—2\/5672\/5 —e VT 4 c)
= — a;—%—i—%ceQﬁ.

Calcolando il limite di y(z) per x — +oo si ottiene

. 400 sec>0
lim y(z) =
T—+00 —00 sec<0.
Tutte le soluzioni con ¢ < 0 soddisfano dunque lim y(z) = —oo.

T—+00

9. II polinomio caratteristico & A\? — 2\ —8 = (A —4)(A +2) e le radici sono 4, —2. La soluzione
generale dell’equazione & percid c1e?® + coe ™2 (c1,co € R), e le condizioni iniziali danno

cret + e 2 =1 c1 = %6_4
4 -2 =
4cie* —2c9e7 2 =0 cy = €.

Quindi y(z) = el 4+ 26272 e y(0) = (et +2€?).
10. Risolviamo prima l’equazione omogenea y” — 4y’ + 13y = 0. Il polinomio caratteristico &

p(A) = A2 —4X+13 e I'equazione caratteristica p(\) = 0 ha le soluzioni (complesse coniugate)
A =2+ 3i. L'integrale generale dell’omogenea ¢ dunque

Yom () = 1 €2 cos(3z) + c2 €% sin(3z).



11.

12.

A questo bisogna aggiungere una soluzione particolare qualsiasi dell’equazione non omogenea,
con termine forzante x e*. Poiché z & un polinomio di primo grado e poiche e non & soluzione
dell’omogenea, cerchiamo una soluzione particolare con il metodo di somiglianza nella forma

yp(z) = (Az + B)e®. Si ha
yp(x) = (Ax + B+ A)e®,  y,(x) = (Az + 24+ B)e”.
Sostituendo nell’equazione non omogenea si ottiene
e"{Ax+2A+ B —4Ax — 4B — 4A + 13Ax + 13B} =z €”,
cioe 10Ax —2A 4+ 10B = z, da cui

10A=1 A=1/10
=
—2A+10B=0 B =1/50.
Una soluzione particolare della non omogenea ¢ dunque y,(z) = (%Ox + %) e”, e 'integrale
generale ¢

Y(2) = Yom (z) + yp(z) = c1 €** cos(3z) + c2 € sin(3z) + (152 + 75) €”.

I polinomio caratteristico p(A) = A>+A+1 = (A+1)? ha la radice doppia A = —3. Pertanto
la soluzione generale dell’equazione omogenea associata e

—xz/2 1‘/2‘

Yom(x) =cre +coze”

Con il metodo di somiglianza, cerchiamo una soluzione particolare della non omogenea nella
forma y,(x) = Acosz+Bsinx. Siha y,(z) = —Asinz+Bcosz, y,(z) = —Acosz—Bsinz.
Sostituendo nell’equazione non omogenea si ottiene

[—A+B+iA] cosx + [—B—A+%B] sinz = cos x.

Questa relazione deve valere per ogni x € R. Otteniamo cosi il sistema

—3A+B=1
~A-32B =0,
la cui soluzione ¢ A = —%, B = %—g. L’integrale generale ¢ dunque
y(z) = e "2 feywe 2~ % cos T + %—g sinz.

Determiniamo innanzitutto 'integrale generale. Il polinomio caratteristico p(A\) = A2 — 8\ +
15 = (A—3)(A—5) ha le due radici reali e distinte A = 3, 5; la soluzione generale dell’omogenea
& c1 €3 4 c9e®. L’equazione non omogenea ha termine forzante 2e3%. Poiche e3* & gia
soluzione dell’omogenea, cerchiamo una soluzione particolare della non omogenea nella forma
yp(z) = Az e, Siha

yp(z) = A(3z + 1)e3, yp(x) = A(9z + 6)e3?.
Sostituendo nell’equazione non omogenea otteniamo

A9z +6 — 8(3z + 1) + 15z] 3% = 237,

da cui A = —1. L’integrale generale ¢ dunque
y(x) = c1 3 4 g e — x e,

Calcolando y/(z) e imponendo le condizioni iniziali y(0) =0 = y'(0) otteniamo il sistema

c1+co=0 cp=-1/2
=
3c1 +5c—1=0 o =1/2.
La soluzione del problema di Cauchy ¢ infine

y(x) = —%639” + %65”” —z e,



13.

14.

I polinomio caratteristico ¢ A> — 1 e quindi I'equazione omogenea ha soluzione generale
c1e® + coe™ ™. L’equazione non omogenea ha termine forzante x e”. Poicheé z un polinomio di
primo grado e poiche e* & gia soluzione dell’omogenea, cerchiamo una soluzione particolare
della non omogenea nella forma y,(z) = (ax + b)z e*. Si ha

y,(x) = [az? + (2a + b)x + ble”, Yy () = [az? + (4a + b)x + 2a + 2b]e”.
Sostituendo nell’equazione non omogenea si ottiene
[az? + (4a + b)x + 2a + 2b — ax® — br]e® = xe”,

da cui 4ax + 2a + 2b = x, e quindi

da =1 a=1/4
=
2a + 2b = 0 b= —1/4.

La soluzione particolare ix%z — ixew, e l'integrale generale dell’equazione non omogenea

N

[§]

z) = c1e® 4 coe” % 4+ La2e® — Ly
1 1

Le condizioni iniziali danno origine al sistema

{Cl+62:0 {01:1/8
=

61*62*%20 02:*1/8.
La soluzione del problema di Cauchy ¢ infine

y(z) = [ —e "+ 2z%e” — 2z e’].

Risolviamo prima 1’equazione omogenea Ly = 0 dove Ly = y” — 4y’ 4+ 5y. Il polinomio
caratteristico p(A\) = A? — 4\ + 5 ha radici complesse coniugate, A = (44 /—4)/2 = 2 +1,
e quindi la soluzione generale dell’omogenea & e?*(cysinz + cycosx). Per determinare una
soluzione particolare della non omogenea si applica il principio di sovrapposizione: poiche il
termine forzante ¢ la somma dei tre termini e?*, e?*cosx, 5x?, bisogna trovare soluzioni
particolari per le equazioni Ly = €?*, Ly = e**cosxz e Ly = 522 e poi sommarle.

2x 2z

si cerca una soluzione nella forma y(x) = ae*”, non essendo
2z

Per 'equazione Ly = e

62J:

soluzione dell’omogenea. Sostituendo nell’equazione Ly = e“* si ottiene facilmente la

condizione a = 1, e quindi la soluzione particolare e%?.

Siccome e?* cosz ¢ soluzione dell’omogenea Ly = 0, si cerca una soluzione particolare

dell’equazione Ly = e**cosz mnella forma y(z) = xe?®(a cosz + bsinx). Sostituendo
nell’equazione Ly = e?*cosz si ottiene a = 0 e b = %, da cui la soluzione particolare
%x sinx €2 . Invece di riportare i calcoli (che sono abbastanza lunghi), facciamo vedere come

si puo giungere alla soluzione piu velocemente usando il formalismo complesso.

Supponiamo di dover risolvere ’equazione
Ly = P(x)e** cos Bz oppure Ly = P(z)e*" sin Sz, (1)

dove P & un polinomio di grado n e L ¢ 'operatore differenziale L = (%)2 + a1% + as.

Osserviamo che in generale se Ly; = fi(z) e Lys = fa(x), allora la funzione (a valori
complessi) y = y; + iy2 : R — C soddisfa Ly = f(x) con f = fi1 +ify. Questo segue subito
dalla linearita dell’operatore L. Viceversa se y : R — C soddisfa Ly = f(z) con il termine
forzante complesso f = fi + ify, allora la parte reale y; = Rey soddisfa Ly; = fi(x) e la
parte immaginaria yo = Imy soddisfa Lys = fo(x).



Invece di risolvere le equazioni (1), possiamo allora risolvere ’equazione complessa
Ly = P(xz) el* ) (2)

e poi prendere la parte reale o immaginaria della soluzione trovata. (Si ricordi la formula di
Eulero e* = cos Bz + isin Bz.) Il metodo di somiglianza complesso dice che la (2) ha una
soluzione particolare della forma

0 se pla+if) #0,
molteplicita di a+i8 se p(a+if3) =0,

yp(z) = Q(z) =™ e(a"'w)r, dove m = { (3)

p(A) = A2 + a1\ + az ¢ il polinomio caratteristico, e Q(x) & un polinomio a coefficienti
complessi di grado n, cioe Q(z) = Q1(z) + iQ2(x) con @Q1,Q2 polinomi reali di grado n.

Una volta determinata y, (sostituendo la (3) nella (2)) separiamo la parte reale e immaginaria
yp(z) = e 2™ [Q1(x) + iQ2(x)] (cos Sz + isin fz)
= e 2™ {Q1(x) cos fr — Q2(x) sin Sz + i [Q2(x) cos Sz + Q1(x) sin Sz},
e vediamo che
yz()l)(x) = Reyp(z) =™ 2™ [Q1(x) cos Bz — Q2(x)sin fz]  risolve Ly = P(z)e*” cos fz,
mentre
y](f) (z) = Imyp(r) = ™ 2™ [Q2(x) cos Bx + Q1(x)sin fz]  risolve Ly = P(x)e” sin Bx.

2

Tornando al nostro caso concreto, invece di risolvere y” — 4y’ + 5y = e“* cosx risolviamo

I’equazione complessa '
y// _ 4y/ + 5y = €(2+Z)x. (4)

Poiche 2+ ¢ radice di p(\) con molteplicita 1, cerchiamo una soluzione particolare della (4)
nella forma ‘
yplz) = Az @+

dove A € C & una costante complessa (polinomio complesso di grado zero) da determinare.
Si ha

Y (2) = AT 4 Ag(2 4 i)e@HDe,
Yy (x) = 2A(2 + §)e@FDT L A 3(2 4 4)2e@ T,
Sostituendo nella (4) otteniamo l’'equazione
o(24i)T {Az[(2+ )2 —4(2+1) + 5] +2A(2+1i) — 44} = 2+

Il termine in parentesi quadra si annulla essendo uguale a p(2+i) = 0. Otteniamo 2A4i = 1,

; 1 _ 1
dacui A=45 =—3,e
yp(z) = —%me(zﬂ)x = —Lze*(cosz +isinz)
_ 2¢ /1 o: %
=ze™(gsinx — 5 cosx).

Poiche e?* cosxz = Re (e(QH)I) , la soluzione particolare cercata e precisamente

2

Reyy(z) = 1z e*” sinz.

2x

Dalla discussione precedente segue inoltre che la funzione Imy,(z) = —%aje cosx risolve

y" — 4y 4+ 5y = e*Tsinx.

Infine per I'equazione Ly = 512, si cerca una soluzione nella forma y(z) = a + bx + cx?.
Sostituendo nell’equazione Ly = 522 si ottiene facilmente la soluzione particolare

y(z) = % + %x—i—:r?.
Una soluzione particolare dell’equazione originale ¢ quindi:

y(z) = " + o sinze® + 2 + 8o + 2%



15.

16.

Invece di fare una verifica diretta, calcoliamo il polinomio caratteristico,
p(A) = M + 403 +8)\% + 16\ + 16,

e ricordiamo che sin 2z ¢ una soluzione se e solo se 2i e —2i sono radici di p(\). In effetti si
ha p(2i) = 2% — 4423 — 822 +16i2 + 16 = 0, e p(—2i) & anch’esso zero. (Non c’® bisogno di
verificarlo: poiché p(A) ha coefficienti reali, se A9 € una radice, anche il complesso coniugato
Ao ¢ una radice.) Quindi sin2z & una soluzione, e un’altra soluzione indipendente & cos 2.
Per determinare altre 2 soluzioni indipendenti, dobbiamo trovare tutte le radici di p(\).
Sappiamo che p(\) ¢ divisibile per (A — 2i)(A + 2i) = A\? + 4. Dividendo p()\) per A\? + 4
otteniamo

p(A) = (W + 4N +4r+4) = (N2 +4) (A +2)2

Dunque A\ = —2 ¢ una radice doppia di p()). La soluzione generale ¢ quindi

y(z) = cle_QI + cox e 2 c3 sin 2x + ¢4 cos 2.

In questo caso il metodo di somiglianza non funziona. Applichiamo allora la formula generale

va) = [ ote=0rrte)a )
che risolve il problema di Cauchy

y' +ay +by = f(z)
y(0) =0, y'(0) =0,

dove g e la risposta impulsiva, cioé la soluzione del problema di Cauchy

y'+ay +by=0
y(0) =0, ¢/(0)=1.

Ricordiamo che la risposta impulsiva g(x) & data come segue.

e Se A=a?—-4b#0 e A1, A2 sono le due radici distinte (reali o complesse coniugate)
del polinomio caratteristico p(A\) = A2+ aX + b, si ha

g(x) = Ali/\g (e)‘”” — e)‘”) .

Se A <0 allora \g=(—ativ—A)/2, A\ — Xy =1iV/—A, e possiamo riscrivere
g(z) come

=1l 3% gin(wz), dove w= IV-A

1
w

_a Z‘\/j z _g_i\/j z
g(w): Z\/177A (e( 2+ ) _e( 2 2 ) )

Analogamente se A > 0 si ha Mo = (—a+VA)/2, A\ — X = VA, e possiamo
anche scrivere g(z) come

=L (e(_%+§)x - e(_%_TA)x> =1 3%gh (wr), dove w= %\/Z

g(z) = VA
e Se A=0 e A ¢lunica radice di p(\) (con molteplicita 2), si ha

g(z) =z eM® = ze 27



17.

18.

Nel nostro caso il polinomio caratteristico & p(A\) = A2 = 2A + 1 = (A — 1)2, dunque A = 0,
ed essendo a = —2, la risposta impulsiva &

xT

g(z) =xe.

Il termine forzante f(z) = ;_::2 ¢ continuo per x > —2 e per x < —2. Poiche le condizioni

iniziali sono poste nel punto xzg = 0, possiamo lavorare nell’intervallo x > —2, ottenendo

t+2

Tt — Tt4+2—-2—
/Hdt
0 t+ 0 t+2

2
_ T dt
Ct42
=—ze” + (x4 2)e” [log |t + 2[];

2
=—ze’ + (z+2)e” log( ;— >

y(x):/oz(a:—t)ext ° _at

= _el

Notiamo che essendo yom () = c1€® 4 coxe® la soluzione generale dell’lomogenea, possiamo
scrivere 'integrale generale dell’equazione non omogenea 3" — 2y’ +y = ;J; sull’intervallo
(—2,400) nella forma

Ygen () = c1e” + coxe” + (x + 2)e” log(z + 2).

Infatti il termine —x e® — (x + 2)e® log 2 nella soluzione particolare trovata sopra puo essere
inglobato in Yom ().

Si ha p(A\) = A2+ 1, dunque A = -4 <0, w=+/—-A/2=1, ed essendo a = 0 otteniamo la

risposta impulsiva

g(x) = %e“”ﬂ sin(wx) = sin z.

I dati iniziali sono posti nel punto zgp = 0 e possiamo lavorare nell’intervallo (—m/2,7/2),
dove il termine forzante f(x)=1/cosx & continuo. Applicando la formula (5) otteniamo

y(z) = /Ox sin(z — t) L dt

cost

x
1
= / (sinzcost — coszsint) — dt
0 cost

=sinz / dt — cosx / S gt
0 o Cost

= zsinx + cosz [log | cost[];

= zsinx + cosz log(cos z).

Siha p(A\) = A2 =2\ = A\ —2) quindi A =4 >0, w = VA/2 =1, ed essendo a = —2

otteniamo la risposta impulsiva

g(z) =L e /2 gh(wz) = " sha.

€



em
I termine forzante f(z) = o ¢ continuo su tutto R, e dalla (5) otteniamo
chx

T t
= [ e tsh(z—t) — dt
o) = [ e tante =0 4

* 1
= em/ (shzcht —chaxsht) Tdt
0

:exshm/ dt—emchx/ ydt
0 0 Cht

= ze”shx — e"cha [log(cht)]y

=z e®shz — e“chz log(chz).

19. Applicando il teorema di derivazione per serie alla funzione

o0 3n 3 6 9
T T x T
yng“%yﬂ+y+@+w+
n=

e alle sue derivate 3/, 3, otteniamo:

o0 3n—1 2 5 8
I N I
VO =X g e et
n=1
o0 3n—2 4 7
" _ z — i 2
y(a:)—z(gn_2) T+ +7'+
n=1
" S .,L.Snf?) o :L.Sn 3 6
V@)= G T Gy e @

y" —y =0
y(0) =1, ¢/(0)=0, y"(0)=0.

Le soluzioni dell’equazione caratteristica p(\) = A3 —1 = 0 sono le 3 radici cubiche dell’unit:

Dunque y e la soluzione del problema di Cauchy {

2mi/3 1 -v/3 Ami/3 1 -y/3
m/:f§+2£ 012:67”/ :f,fi

ap=1 a1=e 5 2 tag-

L’integrale generale complesso dell’equazione 3" —y = 0 & dato da
y(x) = coe™” + c1e™” 4 cpe®?”
dove cg,c1,co € C. Imponendo le condizioni iniziali otteniamo il sistema

co+cr+ec=1
co+ aicy + asco =0 (6)
co+adep +a3ey =0,
la cui soluzione € ¢p =c¢1 = ¢y = %, come si verifica subito. (Si noti che ag+ a3 +a2 =0, ¢
che o2 = as, a3 = a;.) Otteniamo infine

1

y(x) = %er + %e(_%ﬂlg)m + %6(—5—1‘@)33
— %6$ + %6_% (6’L§$ + e—iTSx)

_ 1z, 2 -2 V3
= z€ +§e 2cos(7x).



