Integrali doppi: esercizi svolti

Gli esercizi contrassegnati con il simbolo * presentano un grado di difficolta mag-

giore.

Esercizio. Calcolare i seguenti integrali doppi sugli insiemi specificati:

2, V2 /
a) /Q(a:wty)dxdy, Q:{(x,y)ER : 0<y<7,y<x< 1—y2}

b) /Q(acz—i-yf) dx dy, Q:{(x,y)€R2: 0<z<1, 1§y§2}

c)/xyda:dy, Q:{(a:,y)eRQ: 0<x<1,x2<y<\/§}
Q

Ty — 2. 2 2
d)/gx2+y2dxdy’ Q—{(m,y)GR. l<z*+y <4,:L‘>0,y>0}

—
N[V
-

e) /xydxdy, Q:{(:(:,y)eRQ: 2?4+ y% <1, 22 +y? < 2z, y>0}
Q

f) /xyda:dy, Q:{(x,y)ERQ: 2?2 +22 <1, x>0, y>0}
Q
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2| V2
9) /Q:U(l—y)d:cdy, Q:{(az,y)eR : 0<y<2,y<x<\/1—y2}

4- 4]

[\
=

1 1
h) /log(xy)dxdy, Q:{(m,y)€R2: —1<x<—§, 4a:<y<x}
Q
[5log2 — 3]

1
*7) /log%dwdy, Q:{(w,y)ERQ: Z:U<y2<:r:, 1<xy<2}
Q Y

[é log? 4}

1 2
l /7dxd, Q=<(z,y) e R*: 1<2<2, 3<y<4
) o r W {(z.9) <z<2 3<y<d4)
[log 25 — log 24]
x _ 2. 2 2
m)/QMd:Edy, Q—{(:E,y)e]R. a:<y<2x,1<a:<2}
{2&rctan4—3arctan2+%—ilogl?—i—%log{%—%logﬂ

Simy2 _ 2 9
n) " dz dy, Q—{(x,y)eR. O<x<y,ﬁ<y<v2w}
Q

0) /wydxdy, Q:{(x,y)GRzz x2—|—2y2<1}
Q
x2 + y2 dx dy, QO={(z,y) eR?: 22+ ¢y®>—42x <0
p) /Q\/ y* dx dy {( y) y }

q) /Q(x%—yz) dz dy, Q:{(x,y)GRZ: 1<x2—|—y2<4,m>0,y>0}

i+

r z\/x? + y? dx dy, Q={(z,y) eR*: 2?+y> <1, a? +y? <2y, <0
[, 1= (i R 2 s o<
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s) /(:L'+y)d;l:dy, Q:{(;E,y)GRQ: 202 +3y? <4, >0, y>0}
Q

§(vav3)

Svolgimento

a) Consideriamo 'integrale / (x +y) dx dy, dove
Q

2
Q:{@yﬂﬂ¥:0<y<é,y<x< 1—%}

0.8
0.6
0.4+

0.2+

Fig. 1: L’insieme Q (in azzurro).

L’insieme 2 € z-semplice. Quindi si ha che

B V1=
/(m—i—y)d:rdy:/ [/ (a:+y)dx] dy =
Q 0 Y
V2 1—y2 V2
_ 2 [1, v _ 3 [1 9 2 3 2} _
—/0 [21' +:UyL dy—/o {2(1 y)+y\/1 Y 2y dy =

_/“5(1_22+ =) ay= b= 2= 1 (- 2)%} 1
o 5 Yy Yy Yy Yy = 2y 3y 3 Yy o ~ 3

b) Consideriamo 'integrale / (x2 + y2) dx dy, dove
Q

Q:{(:c,y)ERZ: 0<z<1, 1§y§2}.
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25

0.5

Fig. 2: L’insieme 2 ¢ il quadrato.

L’insieme ) & sia z-semplice che y-semplice. Si ha che

1 2
/<x2+y2) da:dy:/ [/ (w2+y2) dy} dx =
Q 0 1
1 1 .12 1 7 1 71t 8
_ 2 13 _ 2 ! B e D _°
_/o[x“?)y]ldx /o<x+3>d”” [3”‘”*3”‘”}0 3

¢) Consideriamo 'integrale / xy dx dy, dove
Q

Qz{(x,y)€R2: 0<x <1, a:2<y<\/5}.

T
-0.2

Fig. 3: L’insieme € (in azzurro).
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L’insieme () & y-semplice. Quindi si ha che

L rvz
/a:yda:dy:/ [/ a:ydy] dx =
Q 0 x?

2/1x{1y2}ﬁdx:1/1<x2—x5> dmzl[lﬁ—lxﬁrzl
0 2 2 2 Jo 213 6 0 12°

T

d) Consideriamo 'integrale / % dx dy, dove
Q Yy

2

Q:{(:U,y)eR2: 1<az?4+9? <4, 2>0, y>()}.

254

0.5

Fig. 4: L’insieme Q) (in azzurro).

L’insieme 2 & sia z-semplice che y-semplice. Osserviamo che €2 presenta una sim-
metria radiale. Possiamo quindi passare in coordinate polari nel piano. Poniamo
quindi

x = pcosv
O p>0,0<9<2m |detJop(p, V)| = p.
y = psind,

Allora
l<p<?2

x,y) € Q <=
@) { 0<d<3.
Quindi si ha che Q = ®(Q'), dove

Q’:{(p,ﬁ)eR2: 1<p<2,0<19<72r}.

Ne segue che

Ty .
/QMdazdy:/Q/pcosﬁsmﬁdpdﬂ:
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essendo ' un rettangolo con lati paralleli agli assi p e ¥ e la funzione integranda

prodotto di una funzione in p e di una di ¥ si ottiene
1

2 z 2
= (/ pdp) /2 cos¥sinddd | = [lpz] [— sin? ¢
1 0 20 1112

2
0.
—6 — X
05 1 15 2 25

Fig. 5: L’insieme Q' (in verde).

|-
0o 4

i

q

e) Consideriamo l'integrale / xy dx dy, dove
Q

Q:{(x,y)ER2: 2?24+ <1, 22 +4? < 2z, y>0}.

159

Fig. 6: L’insieme  (in azzurro).
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Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi
x = pcosv
D p>0,0<9<2nm, |detJgp(p,I)| =p.
y = psin,

Allora
O0<px<l1

(r,y) € <= 0<p<2cost
0<d <3,
Quindi si ha che Q = ®(Y), dove ' = Q) UQ), con

Q’lz{(p,ﬁ)eRQ: 0<p<1,0<19<g},

Q’Qz{(p,ﬁ)eRzz 0<p<2cos?, g§ﬁ<g}.

Fig. 7: L’insieme Q' = Q] U5, con Q] (in rosso) e Q5 (in verde).
Ne segue che
/ zydx dy = / p cos¥sind dp dy =
Q Q
= / pPcosIsinddpdd + [ p3cosdsinddpdd =
o 0

essendo sia ] che Q) p-semplici e la funzione integranda prodotto di una funzione

in p e di una di 9, si ottiene

1 z z 2cos
= (/ p3dp> (/3 cosz?sim?dt?) +/2 cos ¥ sin ¥ [/ pgdp] dy =
0 0 z 0
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1 1 1 z us 1 2 cos ¥
= [4p4}0 [2 sin? 29](: + [72 cos ¥ sin {4p4} do =

3 0

N
Ot

n 1 o™
— ;24-4/; cos® ¥sind d = %—i—él |:—6COS619:|

us
3

f) Consideriamo 'integrale / xy dx dy, dove
Q

Q:{(l‘,y)ERQ: 2 +202 <1, >0, y>0}.

Fig. 8: L’insieme 2 (in azzurro).

Essendo €2 la parte del I quadrante inclusa nell’ellisse di equazione 2% + % =1,
2
passiamo in coordinate ellittiche nel piano. Poniamo quindi
x = pcosv 5
D . p>0,0<9 <2, |detJ¢,(p,z9)|:£p.
y = 5" psind, 2
Allora

0<p<l1
(x,y) €Q <=

0<d<3.
Quindi si ha che Q@ = ®(), dove

Q:{@ﬁﬂﬂ¥:0<p<L0<ﬁ<g}

Ne segue che

1
/xydxdy:f/ P cos¥sind dp di =
Q 2 Jor
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Fig. 9: L’insieme ' (in verde).

essendo ' un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda
prodotto di una funzione in p e di una di 9 si ottiene
1 [1

W :
_§</0 p dp) (/0 cosﬁsmz%‘dﬁ)-i 17

1
4]0 [1 sin® 19] = %6.

g) Consideriamo 'integrale / z(1 — y) dx dy, dove
Q

2
Q:{(w,y)eR2: O<y<\/7_, y<z< 1—y2}.

Fig. 10: L’insieme Q (in azzurro).

L’insieme 2 & x-semplice. Quindi si ha che

/Q:v(l—y)da:dy:/o%i [/y o

2

z(1—y) dx] dy =
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i -y e
2 2
/0 [29«’( y)L Y 2/0 (1—y) (1-2°) dy
V2 V2
1 /% 1 1 2 1 5 V2 o1
_ = 1—vy—2u2+23) d :[_2_3 4} _ve_ -
2/0 (1-v—2+2°) dy 2|V ¥ T3V TRV, T T 16

h) Consideriamo l'integrale / log (zy) dz dy, dove
Q

1 1
Q:{(m,y)ERQ: —1<x<—§, 4x<y<$}.

Fig. 11: L’insieme Q2 ¢ la parte di piano delimitata dall’iperbole zy = 1 (in blu) e dalle

rette y = 4z (in rosso) e x = —1 (in nero).

L’insieme 2 & y-semplice. Quindi si ha che

/Qlog (zy)dxdy = /__f lAj log (xy) dy] dr =

integrando per parti

_1 1 1 _1
= P 1
:/ ’ <[ylog(xy)}z —/ dy> dx:/ ’ (—4x10g4x2— —|—4x) dr =
-1 x 4z -1 xz

integrando per parti

1

[l ST

1 _1
’ —/ ’ xdx) + [— log |x| +2x2}
-1 -1
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=—4 (—log2+g> +10g2—%:5log2—3.

*7) Consideriamo 'integrale /Q log % dz dy, dove

1
Q:{(x,y)eRQ: 1x<y2<x, 1<xy<2}.

2.5+
1.5

0.5

LIS L2 L L L L O O B B O X
-1 -0.5 0.5 1 15 2 25 3 35

Fig. 12: L’insieme Q & la parte di piano delimitata dalle parabole z = y? (in blu),
r = 412 (in nero) e dalle iperboli 2y = 1 (in rosso) e xy = 2 (in fucsia).

L’insieme €2 si puo scomporre nell’unione di un numero finito di insiemi z-semplici
o y-semplici aventi a due a due in comune al piu dei segmenti del piano. Tuttavia
procedendo in questo modo risulta assai arduo il calcolo dell’integrale. Pertanto

conviene procedere come segue.

Osserviamo che 2 & contenuto nel I quadrante. Pertanto per ogni (z,y) € Q si ha
che z,y > 0. Quindi

Lo o,
(z,y) €Q —

1 <2y <2.
2
Poiche anche la funzione integranda f(z,y) = log y% contiene il termine “-, con-
viene operare il seguente cambiamento di variabili:

u=2xy
\11:{ + (z,y) €.
U:yj,
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Evidentemente
1 <u<?2,

(x,y) €Q <= {
1<v <4

In realta a noi interessa il cambiamento di variabili inverso. Posto quindi ® = U~

ricavando x e y in funzione di u e v, si ottiene

avzuf’/z

D l<u<?2 1<ov<4i
y=§”/%,

Resta da calcolare il determinante della matrice Jacobiana di ®. Dal Teorema

S

dell’inversione locale si ha che

-1
det Jo (u,v) = det Jy—1 (u,v) = (det Jy(®(u,v))) .

Si ha che
ou ou
(@y) Fi(zy) y oz 3z
Tu(@,y) = (Bv az |1 2z = detJy(z,y) = ——.
Quindi
1
| det Jp (u,v)| = 30"

Si ha che Q = (), doveQ’:{(u,v)€R2: l<u<?2, 1<’U<4}.

Fig. 13: L’insieme Q' (in azzurro).
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L’integrale diventa

1
/1og%dxdy:/ 98Y fudv =
Q Yy !

essendo ) un rettangolo con lati paralleli agli assi v e v e la funzione integranda

prodotto di una funzione di v per una funzione di v, si ottiene

1/ 2 4logwv Tpq2fl. 5, 1% 1.
—3(/1 du) (/1 . dv)-g[u}lblog UL—Glog 4.

[) Consideriamo l'integrale / 5 dz dy, dove

b
a(x+y)

Q:{(x,y)€R2: 1<z<2, 3§y§4}.

Fig. 14: L’insieme ( ¢ il quadrato.

L’insieme 2 ¢ sia x-semplice che y-semplice. Si ha che

1 271 4 1 2 1 14
——_dzd :/ [/ d}dx:/ [— ] do =

/Q(ZU+y)2 V=L s @2 ™ 1 L z+yl;
(L ) de =]l 1 4" =1 log 24
—/1 (x+3—$+4> x—[oglf6+3|—og|:c+ !L_ og 25 — log 24.

m) Consideriamo 'integrale / 5 dz dy, dove
Q

x
2 +y

Q:{(x,y)€R2: 2 <y <227, 1<$<2}.
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LI LA LA A L O B B B e X
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig. 15: L’insieme Q (in azzurro).

L’insieme ( & y-semplice. Quindi si ha che

T drd 2 222 T p 2 22 1 al 4
haiatea= || [ wrp) = | N

2 y\ 122 2
= / [arctan ()} dr = / (arctan 2z — arctan z) do =
1 x) |2 1

integrando per parti

2 2 2
= {:c(arctanQ:r—arctauna:)}1 —/ <1+Z 5 — 1f 2) dr =
1 x x

1 1 2
= 2arctan4 — 3arctan 2 + % — [4 log (1 +4$2) _ 5log (1 +;,;2>L =

™ 1 3 1
=2 4— 24— —-logl -1 — —log2.
arctan Jarctan 2 + 11 og 7—1—4 0go 2 og
sin 72
n) Consideriamo 'integrale / dx dy, dove
Q

Q:{(:U,y)eR2: 0<z <y, \/7?<y<\/ﬂ}.
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Fig. 16: L’insieme Q (in azzurro).

L’insieme 2 & xz-semplice. Quindi si ha che

. 2 \/ﬁ y2 . 2 m . 2 Yy
/ sy d dy = / / sy dz| dy = / sy . dy =
Q Y NS 0 Y VT Y 0

Var . Vam
:/ ysiny® dy = [—cosyﬂ =—1.
v 2 Vr
0) Consideriamo l'integrale / xy dz dy, dove
Q
Q= {(x,y) eR?: 22 +2% < 1}.
Osserviamo che sia 2 che f(x,y) = xy presentano una simmetria rispetto ad

entrambi gli assi. In particolare si ha che
(xay) 697 y>0 = ($7_y) er f($7_y) :_f(x7y)

Quindi

rydrdy = —/ zy dx dy.
Q{(z,y): y<0}

Essendo Q) = (Qﬂ{(w,y) eR?: yEO}) U (Qﬂ{(m,y) eR?: y<0}), si ha
che

/Qﬁ{(ﬂw): y=>0}

/a:yd:ndyzO.
Q
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]
i IH |“

i
s

Fig. 17: L’insieme Q (in azzurro).

Consideriamo 'integrale / 2 + y2 dz dy, dove
p) grale | /2% +y*dvdy

Q={(x,y)eR2: w2+y2—4x<0}.

Fig. 18: L’insieme Q (in azzurro).

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi

x = pcosv
P : p>0, —m<I<m, |detJs(p,I)| = p.
y = psind,

Allora
0<p<d4dcos?

(r,y) € Q <~ {
-5 <9< 3.
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Quindi si ha che Q = ®(€'), dove

Q/:{(p,’ﬂ)GRz: 0<p<4cos?d, —g<z9<g}.

Fig. 19: L’insieme ' (in verde).

Ne segue che
/ Va2 +y?dedy = / pdpdd =
Q 94

essendo ' p-semplice e la funzione integranda prodotto di una funzione in p e di

una di ¥ si ottiene

z 4 cos? z 4cos? z
:/2 / p?dp dﬁ:/2 [lpg] dd = 6—4/2 cos® ¥ di) =
-5 \Jo -3 13" Jo 3 /-3

integrando per parti

vl

3 |3 sin® 9

3 3

64 .
= — ([smﬁcos2 19]_%

3 128 1
-1-2/2 cosﬁsin%?dﬁ) = —8 {
-2

}% 256

vl

q) Consideriamo l'integrale / (m + y2) dx dy, dove
Q

Q:{(x,y)eRz: l<az®+y? <4, >0, y>0}.
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1.5+

0.5

Fig. 20: L’insieme Q (in azzurro).

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi

x = pcost
D p>0,0<9<2r, |detJs(p, V)| =p.
y = psind,

Allora

l<p<?2

z,y) €Q <=
@) {0<19<72r.

Quindi si ha che Q = ®(Y), dove

Q’:{(p,ﬁ)eRQ: l<p<2, 0<19<72r}.

Ne segue che

/Q<x+y2) d;cdy:/gl (P2COS79—|-,035in219) dp di) =

essendo Q' un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda

somma di prodotti di funzioni di p e di funzioni di ¥, si ottiene

= (/12P2dp> (/Ogcosﬁdﬁ) + (/12p3dp) </Ogsin219d19> _

— 1 4 20 5 1, 2mn . g_,? 15
o ol B B -0
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2
0.7
— T X
0.5 1 15 2 25

0

N

o

Fig. 21: L’insieme Q' (in verde).

r) Consideriamo 'integrale / v/ 22 + y? dx dy, dove
) grale | xy/a® +y* du dy

Q={(a:,y)€]R2: 2?2+ 2 <1, 22 +y? < 2, x<0}.

Fig. 22: L’insieme () (in azzurro).

Passiamo in coordinate polari nel piano. Poniamo quindi

x = pcost
D p>0,0<9<2mr, |detJs(p, V)| =p.
y = psind,
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Allora
0<p<l1

(r,y) €Q <= 0<p<2sind
5 <v<m.
Quindi si ha che Q = ®(Q), dove Q' = Q) U, con

)
Q’I:{(p,f})eRz: 0<p<l, 72r<19<67r},

Q’Q:{(p,ﬁ)ER2: 0 < p<2sinv, 27T§19<7T}.

0 T T

Fig. 23: L’insieme ' = Q] U Q), con ] in rosso e 2 in verde.

Ne segue che
xy\/ 22+ y?dad :/ 3cosddpdd =
/Q Y Y Q/P P
:/ p?’cosﬁdpdﬁ—i—/ p> cos 9 dpdy =
1 2

essendo sia ] che Q) p-semplici e la funzione integranda prodotto di una funzione

di p e di una di ¥ si ottiene, si ottiene

1 %ﬂ' g 2sin ¢
= </ dep) <ﬁ COS’L9d’L9>+/5 cos [/ pgdp] dy =
0 5 G 0

= |=p"| [sin?|] cos? |=p =
4" Jo 3 Sr 4" Jo
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1 ™ .4 1 -
:—7+4/ cosYsin“ddd = —=+4|=sin’J =
8 5 8 5

™

ol

1 1 3

8 40 20

s) Consideriamo l'integrale / (z +y) dx dy, dove
Q

Q:{(m,y)eRQ: 22% +3y° <4, >0, y>0}.

Fig. 24: L’insieme  (in azzurro).

[

Essendo 2 la parte del I quadrante inclusa nell’ellisse di equazione %2 + 4 =1,

4
3
passiamo in coordinate ellittiche nel piano. Poniamo quindi

x =+/2pcos? 9
P { p>0,0<9<2m, |detJp(p,9)] = =v6p.
Yy = %\/gpsinﬁ, 3

Allora
0<pxl1

r,y) €N <—
(@) { 0<d<3.
Quindi si ha che Q = ®(Q'), dove

Q’:{(p,z?)eRQ: 0<p<1,0<19<72r}.

Ne segue che

/(x—i—y)da:dy:/ %\/ép (ﬁpcosﬁ—i—g\/gpsiHﬁ) dpdd =
Q Q/
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22

15 2.0

-0.5

Fig. 25: L’insieme ' (in verde).

essendo ) un rettangolo con lati paralleli agli assi p e 9 e la funzione integranda

somma di prodotti di funzioni di p e di funzioni di ¥, si ottiene

%l\/g</olp2dp> </05 cosﬂdﬁ) +§\/5 (/01/’2“”’> </oE Smﬂdﬁ> )



